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基于不同误差函数的神经网络求解线性方程组
＊

汪思成１，肖　林１，严慧玲２
（１．吉首大学信息科学与工程学院，湖南 吉首４１６０００；２．吉首大学

数学与统计学院，湖南 吉首４１６０００）

　　摘　要：对于同一线性方程，存在多种不同的求解方法，而且由于求解方法的不同，其收敛速度也存在差异．对一个一般

的线性方程设计２个不同的误差函数，利用梯度下降法建立２个梯度神经网络模型．借助 Ｍａｔｌａｂ仿真软件进行计算机仿

真，根据不同的梯度神经网络模型求出线性方程的解，从而证实２个梯度神经网络模型的可行性．最后借助 Ｍａｔｌａｂ软件模

拟利用２个梯度神经网络模型求解线性方程时的收敛情况，比较２个梯度神经网络求解线性方程的收敛速度．
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在自然科学与工程应用中，最小二乘法、样条函数插值、解非线性方程组、求解偏微分方程的差分法、
有限元法、边界元法和目前工程实践中普遍存在的反演问题等，最终都转化为线性方程组的求解问题．［１］

可见，线性方程组在理论研究和工程应用实践上有举足轻重的地位．近年来，人们也在这方面作了非常深
入的研究，并取得许多有价值的成果．［２］但是，由于模型误差、测量误差、计算误差（舍入误差）等各种形式
误差的存在，常常使获得的线性方程组中的系数矩阵和非齐次信息具有某种程度的近似性（即扰动性）．这
种近似性显然会使得线性方程组的求解不大容易得到真实的理论解［３－４］．此时，不同的求解方法由于（迭
代）运算机理不同，求解过程中误差积累程度也就不一样，因此必然会使得不同求解方法得到的解具有不
同的逼近真解的误差程度，尤其是对那些具有病态性的方程组而言，许多现有的方法是失效的．因为它们
不具有抗病态性，求得的解将完全失真．为了求解线性方程组，笔者设计了２个不同的误差函数，结合梯度
神经的方法设计不同的梯度神经网络模型，并借助 Ｍａｔｌａｂ仿真软件进行建模、仿真和验证．

１　梯度神经网络设计
１．１问题描述
对于一般线性方程ＡＸ＝Ｂ，Ｘ ∈Ｒ，设计如下２个表示形式：

ＡＸ＝Ｂ　　Ｘ ∈Ｒ， （１）

Ｘ＝Ａ／Ｂ　　Ｘ ∈Ｒ． （２）
针对这２个不同表现形式设计２个不同的误差函数，基于误差函数设计２个不同的梯度神经网络来实时求
解Ｘ ∈Ｒ，它能满足一般线性方程的要求．
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１．２梯度神经网络模型设计

１．２．１基于误差函数（１）设计梯度神经网络模型 　 误差函数是一个可正可负的函数，为了使函数图像都在
第一象限里，取误差函数的绝对值．
步骤１　基于梯度设计方法，定义一个基于平方的标准取值的误差函数ε（Ｘ），用于监控（１）式的求解过程，

ε１＝‖ＡＸ－Ｂ‖２／２． （３）
很明显，求解的问题是要方程（１）为０，故当误差函数ε１＝０时，相对应的Ｘ 的解就是目的解．那么，现在的
问题发生了转移，只要求出误差函数ε１＝０时的Ｘ 的解就行了．
步骤２　为使能量函数（３）收敛到０，运用梯度下降的思想，可以使它沿着负梯度方向下降，于是对其求导得

－
ε１
Ｘ ＝－

ＡＴ（ＡＸ－Ｂ）． （４）

步骤３　 基于梯度设计，取参数－λ，使方程（４）沿负梯度方向下降，即
Ｘ＝－λＡＴ（ＡＸ－Ｂ）． （５）

其中，函数ｘ（ｔ）从初始值ｘ（０）出发，对应于方程（１）的解，参数－λ为自定义设计，主要作用是调节模型
（４）的梯度收敛速度．
１．２．２基于误差函数（２）设计梯度神经网络模型 　 误差函数是一个可正可负的函数，为了使函数图像都在
第一象限里，取误差函数的绝对值．
步骤１　基于梯度设计方法，定义一个基于平方的标准取值的误差函数ε（Ｘ），用于监控（２）式的求解过程，

ε２＝‖Ｘ－Ａ－１　Ｂ‖２／２． （６）
很明显，求解的问题是要方程（２）为０，故当误差函数ε２＝０时，相对应的Ｘ 的解就是目的解．那么，现在的
问题发生了转移，只要求出误差函数ε２＝０时的Ｘ 的解就行了．
步骤２　为使误差函数（６）收敛到０，运用梯度下降的思想，可以使它沿着负梯度方向下降，于是对其求导得

－
ε２
Ｘ ＝－

（Ｘ－Ａ－１　Ｂ）． （７）

步骤３　 基于梯度设计，取参数－λ，使方程（７）沿负梯度方向下降，即
Ｘ＝－λ（Ｘ－Ａ－１　Ｂ）． （８）

其中，函数ｘ（ｔ）从初始值ｘ（０）出发，对应于方程（２）的解，参数－λ为自定义设计，主要作用是调节模型
（７）的梯度收敛速度．

２　 计算机仿真验证
基于误差函数（１），（２），设计２个不同的梯度神经网络模型．为了验证基于不同误差函数设计的不同梯

度神经网络模型的有效性，挑选几个具有代表性的线性方程进行求解．
例１　 考虑如下线性方程的求解：

ＡＸ＝Ｂ， （９）

其中Ａ＝
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很显然，在实数域里，方程（９）的解为Ｘ．下面通过基于２个误差函数设计的２个梯度神经网络模型（５）
和（８）来求解此线性方程．不失一般性，令参数λ＝１，初始状态在［５，５］区域内随机产生，得到的仿真结果
如图１—４所示．对于２个不同的梯度神经网络模型求解梯度神经网络，对比图１，３可知，此线性方程的解为

ｘ１＝０．５００　０，ｘ２＝１．００００，ｘ３＝－０．５００　０，证实了２个不同梯度神经网络模型求解线性方程的正确性；对
比图２，４可知，梯度神经网络模型（８）收敛到０的速度比梯度神经网络模型（５）的快，这可能是因为梯度神
经网络模型的不同而导致在线性方程求解过程中收敛速度不同．
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图１　 梯度神经网络模型（５）仿真结果 图２　 梯度神经网络模型（５）收敛情况

图３　 梯度神经网络模型（８）仿真结果 图４　 梯度神经网络模型（８）收敛情况

３　结语
在线性方程的求解过程中，对于一般线性方程，可以设计出多个不同的误差函数．根据这多个不同的

误差函数，按照梯度神经网络模型的设计方法可以建立多个不同的梯度神经网络模型．利用 Ｍａｔｌａｂ仿真
软件进行计算机仿真，验证各梯度神经网络模型在求解线性方程中的正确性，并模拟求解过程中误差函数
的收敛情况．对比各梯度神经网络模型的误差函数收敛情况，可以得到准确、高效求解某一类线性方程的
梯度神经网络模型．
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